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Введение
В процессе развития дробного анализа наи
большее внимание уделялось, прежде всего, не
целочисленным порядкам дробного дифферен
цирования и дробного интегрирования (дробно
го интегродифференцирования) [1–3]. Целочи
сленные порядки являются частным случаем
дробных чисел, поэтому дробный анализ целочи
сленных порядков является частным случаем
дробного анализа любых конечных веществен
ных порядков.
Ранее дробный анализ целочисленных поряд
ков отличных от единицы серьёзно не рассматри
вался, а дробный анализ порядка единицы (стан
дартный анализ), в свою очередь, является наибо
лее разработанной частью целочисленного дробно
го анализа, который зародился и развивался «само
стоятельно», вне дробного анализа.
Дробный анализ возник из желания обобщить
стандартный анализ на случаи производных и ин
тегралов вещественных порядков, прежде всего,
нецелочисленных порядков.
Между дробным анализом целочисленных и не
целочисленных порядков имеются существенные
различия. Поэтому имеет смысл рассмотреть более
подробно особенности дробного анализа целочи
сленных порядков и его отличия от дробного ана
лиза нецелочисленных порядков.
В работе [4] была введена последняя версия ло
кального dоператора дробного интегрирования
и дробного дифференцирования, который распа
дается на dоператор нецелочисленных порядков и
dоператор целочисленных порядков.
В развёрнутом виде dоператор целочисленных
порядков записывается в виде системы из восьми
равенств, каждое из которых задаёт операции диф
ференцирования и интегрирования для конкрет
ных сочетаний порядков интегродифференцирова
ния и показателей степени степенных функций,
на которые действует dоператор. 
(*)
Здесь Cm(x) – полином интегрирования для це
лочисленных порядков, который являются обоб
щением константы интегрирования в стандартном
анализе, и имеет вид [5]
1
0
2 3 2 1









C x a x











0,1, 2, ...; 1, 2, 3, ...;
( 1) ( 1)!
: ;
( 1)!




0,1, 2, ...; 1, 2, 3, ...;
( 1) ( 1)!
: ( )
( 1)!
m q q m
m
m n m n
m q q m
m
m
m n m n
m
q












d x x x C x
n
− −


























0,1, 2, ...; ; ;
: ln | | ;
( 1)
: ln | | ( ); ;
( 1)!
1 ( )!




















m n m n
d x x x C
d x x x C x n
n
k l















































































⎪ ≥ ∈⎩ 
Известия Томского политехнического университета. 2012. Т. 320. № 2
12
УДК 517
ВНЕШНЯЯ АЛГЕБРА dОПЕРАТОРА 




Рассмотрены алгебраические свойства dоператора при его воздействии на функции (внешняя алгебра). В частности, рассмо
трено свойство коммутативности.
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Здесь даны m вещественных констант интегри
рования a0,a1,a2,…,am–1.
Следовательно, для целочисленных порядков
в дробном анализе целочисленных порядков поли
номы интегрирования являются алгебраические
полиномы [6].
Для dоператора целочисленного порядка d–mx
полиномы интегрирования Cm(x) будут иметь число
слагаемых, равное порядку оператора интегриро
вания m.
Производная порядка m от полинома интегри
рования порядка m, будет давать ноль
В случае нецелочисленных порядков интегри
рования, число слагаемых в полиномах интегриро
вания образует бесконечное счётное множество [5].
В dоператоре (*) первое и второе равенства опре
деляют операции дифференцирования целочислен
ных порядков для степенных функций с нецелочи
сленными показателями степеней в первом случае
и для показателей степеней степенной функции с це
лыми отрицательными значениями во втором случае.
С третьего по восьмое равенства в (*) описыва
ют операции интегрирования целочисленных по
рядков.
Третье и четвёртое равенства определяют опе
рации интегрирования целочисленных порядков
для степенных функций с нецелочисленными по
казателями степеней в третьем равенстве и для по
казателей степеней с целыми отрицательными зна
чениями, когда порядок оператора меньше модуля
показателя степени показательной функции во
втором случае.
С пятого по восьмое равенства в (*) определяют
интегрирования целочисленных порядков для раз
личных вариантов логарифмических случаев.
Пятое равенство постулирует интегрирование
в наиболее простом из логарифмических случаев.
Этот случай совпадает с таким же случаем в стан
дартном анализе.
Шестое равенство в (*) определяет интегриро
вание в логарифмическом случае, когда порядок
оператора больше единицы и равен модулю пока
зателя степени степенной функции, который име
ет отрицательный знак.
Седьмое равенство определяет интегрирование
натурального логарифма любого целочисленного
порядка.
Восьмое равенство является наиболее общим
и содержит в себе пятое, шестое и седьмое равен
ства, как частные случаи.
Внешняя алгебра dоператора 
целочисленных порядков
Внутренняя алгебра выражает соотношения
между dоператорами различных порядков в раз
личных операциях. Внешняя алгебра dоператоров
выражает отношение как между dоператорами
различных порядков в различных операциях, так
и функциям на которые они действуют.
В целочисленном дробном анализе внутренняя
алгебра согласуется с внешней алгеброй, а нецело
численном дробном анализе внешняя и внутрен
няя алгебра не всегда согласуются между собой [5].
Рассмотрим некоторые соотношения внешней
алгебры dоператора целочисленных порядков.
dоператор является линейным, т. е. удовлетво
ряет условиям однородности и аддитивности.
1. Константу можно выносить изпод знака опе
ратора или ставить под знак оператора (однород
ность)
2.1. Аддитивность для случая сложения функций
2.2. Аддитивность для случая сложения операторов:
Рассмотрим действие композиций (произведе
ния) dоператоров на функции.
В этом случае выполняется ещё одно важное
свойство во внешней алгебре.
Теорема. Воздействие произведения трёх опера
торов на функцию f(x) ассоциативно [5]
Справедливость данного равенства, проверяет
ся простой подстановкой.
Теорема. Последовательное действие dоперато
ров d±nx и d±mx на функцию и действие композиции
этих операторов d±n±mx на ту же функцию в общем
случае не равны друг другу
В частности, справедлива теорема [5].
Теорема. Композиция и декомпозиция dопера
торов дифференцирования (интегрирования) це
лочисленных порядков при их воздействии на
функцию f(x) дают одинаковый результат
Данное утверждение в общем случае не выпол
няется, если один из операторов является операто
ром дифференцирования, а другой – оператором
интегрирования.
Рассмотрим возможные случаи данного соот
ношения более подробно.
В случае целочисленных порядков будут спра
ведливы формула разложения операторов интегри
рования целочисленных порядков
Формула разложения операторов дифференци
рования целочисленных порядков
Два последних равенства можно записать од
ним равенством
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Одним из основных свойств dоператора цело
численных порядков, является их разложимость
на операторы первого порядка [7]. Тогда в случае
дифференцирования можно записать
В случае интегрирования будет выполняться
аналогичное разложение
Эти два свойства выражают принцип разложимо
сти операторов интегрирования (дифференциро
вания) целочисленного порядка n на n операторов
интегрирования (дифференцирования) первого
порядка.
В силу разложимости dоператора на операторы
первого порядка, все логарифмические случаи, как
в дробном анализе целочисленных порядков, так
и в стандартном анализе, совпадают, если dопера
тор последовательно применять целое количество
раз. Другими словами – шестое, седьмое и восьмое
равенства являются следствием пятого равенства
и принципа разложимости dоператора на опера
торы первого порядка. Поэтому, без потери общно
сти, (*) шестое, седьмое и восьмое равенства мож
но отбросить, но эти равенства записываются для
удобства интегрирования в логарифмических слу
чаях, которых бесконечное счётное множество.
Рассмотрим случаи, когда на первом месте сто
ит оператор дифференцирования, а вторым опера
тором является оператор интегрирования, тогда
будут возможны случаи композиции операторов,
которые запишем с использованием различных эк
вивалентных обозначений
Если на первом месте стоит оператор интегриро
вания, а на втором – оператор дифференцирования,
тогда будут возможны следующие случаи компози
ции операторов с учётом различных обозначений
Теорема. Композиция и декомпозиция dопера
торов целочисленных порядков при их воздей
ствии на функцию f(x) в общем случае не будут
равны между собой
Эти соотношения входят во внешнюю алгебру
dоператора целочисленных порядков [5].
Коммутативность и не коммутативность во внешней
алгебре dоператора целочисленных порядков
Рассмотрим свойства коммутативности для
dоператоров целочисленных порядков.
Свойство коммутативности для операторов диф
ференцирования целочисленных порядков будет
Свойство коммутативности операторов инте
грирования целочисленных порядков будет
Единичный dоператор (нулевого порядка)
коммутирует как с dоператорами дифференциро
вания и интегрирования любых вещественных по
рядков, в том числе целочисленных, включая нуле
вой порядок. В частности, для целочисленных по
рядков это можно записать
Если один оператор будет оператором диффе
ренцирования порядка n, а другой будет операто
ром интегрирования порядка m, и m>n, то, в зави
симости от последовательности действия этих опе
раторов на функцию, будут справедливы равенства
Из этих формул легко получить коммутатор для
случая m>n
В другом случае, когда n>m, легко получить
формулы перестановки операторов дифференци
рования и операторов интегрирования
Для коммутатора, когда n>m, получим
При перестановке оператора интегрирования
и дифференцирования в коммутаторе, получим
свойство антисимметрии коммутатора
Коммутатор для случая, когда оба оператора яв
ляются операторами дифференцирования
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Коммутатор для случая, когда оба оператора яв
ляются операторами интегрирования
В случае дифференцирования целочисленных
порядков полиномов интегрирования будут спра
ведливы формулы
Для случая интегрирования целочисленных по
рядков полиномов интегрирования операторами
будут справедливы аналогичные формулы
Эти утверждения верны по причине того, что
сумма порядков операторов дифференцирования
и интегрирования равны нулю или целым отрица
тельным числам, т. е. попадают в полюсы гамма
функции.
Рассмотрим ещё некоторые простые правила
дифференцирования и интегрирования в дробном
анализе целочисленных порядков
Эти формулы являются частными случаями
формул дифференцирования и интегрирования
любых вещественных порядков [5].
Также будут справедливы более общие формулы
дифференцирования и интегрирования в дробном
анализе целочисленных порядков
Во внешней алгебре целочисленного дробного
анализа имеется только одна причина не коммута
тивности операторов интегродифференцирования,
как в стандартном анализе. В нецелочисленном
дробном анализе имеется уже две причины не ком
мутативности операторов [5].
Из сказанного в данной работе справедливо
сделать утверждение.
Теорема. Внешняя алгебра dоператора относи
тельно операции умножения операторов целочи
сленных порядков образует полугруппу с единицей
(моноид), который является частично коммутатив
ным моноидом.
Ассоциативность умножения операторов вы
полняется, имеется мультипликативная единица
и в общем случае отсутствуют обратные элементы.
Частичная коммутативность появляется в слу
чае, когда оба оператора являются или оператора
ми дифференцирования, или операторами инте
грирования, или один из операторов имеет нуле
вой порядок.
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